Bestimmung von Vertrauensintervallen (Konfidenzintervallen)
bei unbekannten Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 1: Es soll untersucht werden, wie viele 18-jdhrige Erstwéhler bei der ndchsten Bundestagswahl
wihlen gehen werden. Dazu werden 600 Personen befragt, 493 von ihnen wollen wéhlen gehen.

p ist die bisher unbekannte Wahlbeteiligung der 18jédhrigen am Wahltag.

Sind die Hypothesen a) p = 0,79 bzw. b) p = 0,85 auf 5% Signifikanzniveau mit der Umfrage vereinbar?

a. p=0,79;n=600; u=np=474; c =9,977; Signifikanzniveau a = 0,05 = k=1,96
474-1,96-9,977 = 454,445 ; 474+1,96-9,977 = 493,555
Annahmebereich [ 455 ; 493 ] (zur sicheren Seite gerundet)
493 liegt gerade noch im Annahmebereich (an der oberen Grenze), daher ist die Hypothese mit der
Umfrage vereinbar.

b. p=0,85;n=600; un=np=510; c = 8,746; Signifikanzniveau o = 0,05 = k=1,96
510—-1,96-8,746 = 492,852 ;510+1,96-8,746 = 527,142
Annahmebereich [ 493 ; 527 ] (zur sicheren Seite gerundet)
493 liegt schon im Annahmebereich (an der unteren Grenze), daher ist die Hypothese mit der
Umfrage vereinbar.

Offenbar sind Werte fiir p zwischen 0,79 und 0,85 mit der Hypothese vereinbar.

Diese Wahrscheinlichkeiten bilden ein Intervall, das Vertrauensintervall (Konfidenzintervall) fiir die
Wabhrscheinlichkeit p. Die Sicherheit (oder Vertrauenszahl, Vertrauensniveau) y ergibt sich aus dem
Signifikanzniveau a: y =1 - .. Im Beispiel 1 ist y = 0,95. Interpretation: In 95 von 100 Féllen liegt die
wahre Wahrscheinlichkeit im Vertrauensintervall, in 5 von 100 Fillen aber auch nicht!

Bestimmen des Vertrauensintervalls

Beispiel 2: Es wird mit einem Quader ,,gewiirfelt™, bei 481 Wiirfen erscheint 163 mal eine Vier. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, mit diesem Quader eine Vier zu wiirfeln? (o = 5% )

n =481, X = 163. Fiir die relative Haufigkeit der Vier ergibt sich damith, = % ~ 0,3389.

Damit p mit der gewlirfelten relativen Haufigkeit vertrdglich ist, kann man es aus der folgenden
Ungleichungskette bestimmen:

1—1960 < X < u+1960
n-p—196yn-p-(1-p) <X <n-p+1,964yn-p-(1—p) /:n
1,96 X 1,96
pP- 0 \/n-p-(l—p)ng p+ n \yn-p-(1-p)

(é =h; 1 unter die Wurzel bringen — Lz und kirzen)

n n n
p—1,961/L_p) <h, < p+1,961/M (Ungleichung *)
n n

Alle Werte fiir p, die diese Beziehung erfiillen, definieren das Vertrauensintervall zu der relativen
Haufigkeit h,. Es enthélt die unbekannte Wahrscheinlichkeit p mit einer Sicherheit von 95%. Fiir andere
Sicherheiten (Vertrauenszahlen) muss k = 1,96 entsprechend angepasst werden.

Um eine exakte Losung fur p zu finden, subtrahiert man p und formt um in eine Betragsungleichung.
Diese wird anschlieend quadriert. Statt 1,96 wird allgemein k eingesetzt.
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Damit lasst sich die exakte Losung zu Beispiel 2 mit dem GTR ermitteln (p wird durch X ersetzt):

Floti Flokz Plot: L IHOO
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iy = vscl=.Bdl Intgrsection %gttr:
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“Me= wres=1 A= 2980020:  Y=.00167079 ZEEZ0E8E  Y=.001BBE0Y

also ist das Vertrauensintervall fiir p [0,2980 ; 0,3823].

Eine weitere Moglichkeit zur grafischen Bestimmung des exakten Vertrauensintervalls besteht in der
Eingabe der Ungleichungskette (*)

p0-1,96. /P 4=P) ch < 51196, [P UTP) g drei Funktionen Y1 <Y2 <Y3.
n n

Mit den Eingaben p = X, n =481, h = 163/481 aus Beispiel 2 erhilt man folgende grafische Darstellung,
wobei der Vorteil bei dieser Methode darin liegt, dass eine geeignete WINDOW-Einstellung nicht erst
gesucht, sondern immer gleich gewahlt werden kann (auf beiden Achsen von 0 bis 1).

Flotl Plokz Flot: [ IHOO
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Mit INTERSECT erhélt man dann auf gewohnte Weise die Schnittpunkte der Horizontalen Y2 mit den
beiden Graphen Y1 und Y3. Es ergibt sich das gleiche Vertrauensintervall [0,2980 ; 0,3823].

Eine gute Naherungslosung fiir p erhdlt man, wenn in der Ungleichung (*) oben im Wurzelterm p durch
die relative Héiufigkeit h, ersetzt wird:

p—1,96‘/w <h, < p+1,961/w / pim Wurzelterm durch h, ersetzen
p—1,96 /M <h < p+196 h,-(a-hy)
n n

p—1,96‘/w <h, /+1,96-,

Linker Teil:
p<h +196 /M
n
h, < p+1,96‘/M /-1,96-
Rechter Teil: :

h, —1,96 /M <p
n
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Insgesamt:

h, —1,96J@ <p<h +1,961/w

Damit ist die Naherung fur das Vertrauensintervall

{hn—l,% /h”'(l_h“);hn+l,96 h,-(1-h,) |
n n J

Fiir das Beispiel 2 ergibt sich mit 0,3389 + 1,96\/

*(1—
0,3389%(1-0,3389) das Intervall
481
[0,2922 ; 0,3812], die Abweichung zu den oben ermittelten Werten ist gering.

Der Term M kann durch Erweitern des Bruches mit n und teilweises Wurzelziehen umgeformt

Werden:\/ (1- h) \/nh (1-h,) _ Jn-h -(1=h) an

n

im Zahler steht die Standardabweichung

von hy. Setzt man noch ¢ =k il , 80 ldsst sich das Vertrauensintervall schreiben als [hn -g;h + g].
n

Zusammenfassung:
Gegeben: Stichprobenumfang: n, absolute Héufigkeit eines Merkmals: X, Vertrauenszahl: y

Dann st h, = X die relative Haufigkeit des Merkmals.
n

=Kk -% ; wobei k von y abhingt (95%: k=1,96; 99%: k=2,58) und o, =/n-h, -(1-h,) ist.

Damit ergibt sich als Ndherung fiir das Vertrauensintervall [hn -&;h, + e].

Je grofer n ist, desto geringer ist die Lange des Vertrauensintervalls, da durch wachsendes n der Nenner
von ¢ schneller wichst als der Zihler, denn dort steht n unter der Wurzel.

Je grofer vy ist, desto langer ist das Vertrauensintervall, da € proportional zu k ist.

Beispiel 3: Die Partei SGL gibt eine Umfrage in Auftrag. Eine reprisentative Stichprobe von 1000
Waihlern ergibt 370 Wihler der SGL. Bestimmen Sie das 95%-Vertrauensintervall fiir den unbekannten
Anteil p der SGL-Wihler in der Bevolkerung.

N&aherungslosung:

n =1000, gespeichert in N toaasH 1668
. =——=0,37, gespeichert in H TEN#H*C1-HD 355
1000 15.26761278
o, = \/1000 -0,37-(1-0,37) =15,2676, gespeichert in S
7y=095 = k=196 1.98+5/N2E
15.27 H-E . B29924521
Damit ergibt sich & =k n 1,96 - —— =0,02992 , gespeichert in E . . 340875479
n
. 399924521
und das Vertrauensintervall

[0,37-0,02992 ; 0,37 +0,02992] =[0,34008 ; 0,39992]
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Interpretation im Sachzusammenhang:
Die Partei SGL kann bei der Wahl mit einer Sicherheit von 95 Prozent ein Ergebnis zwischen 34,01%
und 39,99% der Wihlerstimmen erwarten (eine Spanne von fast 6%).

Die exakte Losung verwendet o =/n- p-(1— p) statt o, . Das Vertrauensintervall ergibt sich aus der

2
.. ) o
Losung der Ungleichung (h, — p)2 <k? — bzw. Méﬂ?ﬁg 3
n gmaT—14
SCl=

%
(h, - p)? <k’ -—p'(ln_ P) und wiirde das Intervall [0,34063...0,40037] | {in="5201
Yscl=1
ares=i

ergeben (Losung mit GTR; p durch x ersetzen).

\\ /X \\/

Intersection Iht% Stttl
#3534 52515 V=B.62BZE "M #=.M0 35!!5 V=8.2227E "M

Soll der Stichprobenumfang fiir ein vorgegebenes Vertrauensintervall bestimmt werden, muss bedacht
werden, dass ¢ die halbe Lénge, den Radius des Intervalls, angibt (Formelsammlung S. 43;
Konfidenzintervalle). Dieser Term wird nach n aufgeldst:

Jnhn-(1-hy,
o e | ()

n-h,-(1—nh

k?- = (2 n) =¢&? |nkirzen
n
k2.M=gz |-, &2
h (1n h,) |
n' L

k2 * T =n
Da h, - (1 — h,) stets <- 1st (der Graph ist eine nach unten
gedffnete Parabel mit S(0, 5|0 25), s. Abb. rechts), kann der Zihler

des Bruches durch ; abgeschitzt werden:

2
k? - fz =n (Zk—g) = n . Fiir alle groeren n ist der Radius des Intervalls geringer als ¢.

Wenn man einen Naherungswert fiir h, hat, erreicht man damit statt mit ; eine genauere Abschitzung:

. 2
> k22O e > () by (1 - hy)
Beispiel: Zum Vertrauensniveau y = 0,95 und einer gewlinschten Lange 0,04 (4%) des
Vertrauensintervalls soll die Anzahl der zu befragenden Personen bestimmt werden:
_ 0,04 kY (196Y
k=196, =0,02 => n>|—| =|= =2401
2 2¢e 0,04

Es miissen mindestens 2402 Personen befragt werden, um das Wahlergebnis mit einer Genauigkeit von
4% vorherzusagen (bei einer Sicherheit von 95%).

Falls man z.B. bereits weil}, dass h, deutlich unter 15% liegt, rechnet man mit 0,15 - (1 — 0,15).
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2
k=196, 8:0,04:0’02 - n> Kk 0,15-(1-0,15) = 1,96
2 £ 0,02

b

2
j -0,15-0,85=1224,51
Man braucht also dann nur noch 1225 Personen zu befragen.

Zusammenfassung:
e Wenn die Linge des Vertrauensintervalls bei unbekannter relativer Haufigkeit hochstens [ = 2¢
betragen soll, wihlt man den Stichprobenumfang

n> (%)
bzw.n > (i)z

e Wenn h, bekannt ist (z.B. aus einer kleinen Probebefragung), wéhlt man
2

n><§) hy (1= hy)

Zusammenstellung: Wolfgang Hanisch www.w-hanisch.de/mathe,
Peter Bollmann,
Ralf Oldenburg www.oldenburg-ralf.de

Vertrauensintervalle -5- Hn/Bo/Ol 1/11



